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Résumé
On s'intéresse à l'espae de twisteurs réduit d'une variété presque her-
mitienne, en relisant un artile de N.R. O'Brian et J.H. Rawnsley [24℄. On
traite la question laissée ouverte de la dimension 6. Cet espae est muni
d'une struture presque omplexe J en utilisant la distribution horizon-
tale de la onnexion hermitienne anonique. On montre qu'une ondition
nééssaire d'intégrabilité de J est que la variété soit de type W1 ⊕W4
dans la lassiation de Gray et Hervella [14℄. Dans la deuxième partie on
montre alors que les seules variétés de type W1⊕W4 en dimension 6 sont
les variétés loalement onformément  nearly Kähler . Finalement la
struture presque omplexe de l'espae de twisteurs réduit est intégrable
si et seulement si la variété est loalement onforme à la sphère S
6
ou à
une variété kählerienne, Bohner-plate.
Introdution
La théorie des twisteurs inventée par R. Penrose (voir l'artile fondateur [23℄)
est un moyen d'utiliser les tehniques eaes de la géométrie holomorphe pour
résoudre des problèmes de géométrie riemannienne ou pseudo-riemannienne.
Soit M une variété de dimension paire m = 2n. On part d'une variété om-
plexe Z, donnée ave une submersion à bres omplexes π : Z →M . On assoie
à tout point j de Z un endomorphisme de arré -1 de Tπ(j)M (ou à toute setion,
une struture presque omplexe de M) en transportant la multipliation par i
de TjZ par l'isomorphisme dépendant du point (π∗)j : TjZ/Vj → Tπ(j)M , où
V est la distribution vertiale. Soit Z le bré de M dont la bre au-dessus de x
est l'ensemble des endomorphismes de arré -1 de TxM . On note π0 : Z →M la
projetion anonique. On a don une appliation ϕ de Z dans Z, préservant les
bres. D'autre part, il est onnu que Zx = π
−1
0 (x) est isomorphe en tout point
à l'espae symétrique hermitien GL(m,R)/GL(n,C) et admet par onséquent
une struture presque omplexe naturelle intégrable. Alors on demande que ϕ
soit injetive et que pour tout x ∈M la restrition de ϕ à Zx soit une injetion
holomorphe. Dans e as, Z est appelé un espae de twisteurs omplexe de M .
Réiproquement, pour obtenir un espae de twisteurs omplexe sur M , on
prend Z une sous-variété de Z telle que la restrition de π0 à Z est toujours
une bration et pour tout x ∈M , Zx est une sous-variété omplexe de Zx. On
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onstruit une struture presque omplexe J sur Z, en se servant d'une setion
de la suite exate
0→ V → TZ → TZ/V → 0
donnée d'habitude par une onnexion surM . Alors Z est un espae de twisteurs
omplexe, ave ϕ l'injetion anonique, si et seulement si J est intégrable.
Le parfait exemple d'une telle situation est la bration à bres CP 1 de l'es-
pae projetif omplexe CP 3 sur la sphère S4 dont les vertus furent déouvertes
par Atiyah, Hithin et Singer dans [1℄. Les mêmes auteurs ont herhé une géné-
ralisation aux variétés riemanniennes de dimension 4, en posant a priori que Z
est la sous-variété de Z onstituée des strutures presque omplexes ompatibles
ave la métrique. Cela peut d'ailleurs être fait en dimension paire supérieure
mais dès la dimension 6 la ondition obtenue pour l'intégrabilité de J est que
la variété soit onformément plate tandis qu'en dimension 4 elle a lieu pour
toute la rihe lasse des variétés auto-duales, en raison d'une singularité de la
déomposition en omposantes irrédutibles, en m = 4, de la réprésentation de
SO(m) sur l'espae des tenseurs de ourbure riemannienne abstraits.
O'Brian et Rawnsley [24℄ regardent, eux, des espaes de twisteurs assoiés
à une G-struture et une G-onnexion. Le as originel orrespond bien sûr à
G = SO(m) et la onnexion de Levi-Civita. Ils se sont partiulièrement in-
téressés au as où G = U(n). A leur suite, on onsidère une variété presque
hermitienne (M, g, J0). On demande que les setions de Z soient ompatibles
ave g et ommutent ave J0 et on a besoin pour onstruire J d'une onnexion
hermitienne ∇˜. Les onditions d'intégrabilité rappelées setion 2 portent alors
non seulement sur la ourbure de ∇˜ mais sur sa torsion, qui n'est pas nulle en
général. Par ailleurs on montre setion 3 qu'on peut sans perte de généralité
pour notre problème hoisir la onnexion hermitienne anonique ∇.
En dimension supérieure à 10, J est intégrable si et seulement si la variété est
loalement onforme à une variété kählerienne (LCK) dont le tenseur de Bohner
est nul. Cette lasse de variétés présente elle-même un grand intérêt. Leur étude
diile est abordée par exemple dans [4℄ (voir aussi [10℄). On s'intéresse ii à
la dimension 6. On montre que les onditions imposées à la torsion sont moins
strites en ette dimension puisque outre les variétés LCK, toutes les variétés
de type W1⊕W4 dans la lassiation de Gray-Hervella [14℄ les satisfont. Parmi
elles-i on trouve en partiulier les variétés stritement  nearly Kähler  (NK).
Mais la forme de la ourbure de es dernières est si partiulière en dimension
6 que les onditions imposées à elle-i (proposition 2.3) ne laissent nalement
que la sphère S6.
Or on montre, setion 5, que
Théorème 1. Les variétés presque hermitiennes de type W1⊕W4 en dimension
6 sont loalement onformes à une variété NK.
Ce théorème et la disussion préédente permettent de onlure, ompte-
tenu de l'invariane onforme de l'espae de twisteurs réduit et de sa struture
presque omplexe :
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Théorème 2. Soient M une variété presque hermitienne de dimension 6, Z
son espae de twisteurs réduit, J la struture presque omplexe sur Z assoiée
à la onnexion hermitienne anonique : J est intégrable si et seulement si M
est loalement onforme à une variété kählerienne Bohner-plate ou à la sphère
S6 munie de sa struture NK.
L'artile est organisé en deux parties, orrespondant aux deux théorèmes
prinipaux 1 et 2, quasiment indépendantes. La résolution omplète du problème
soulevé dans la première partie a motivé l'ériture de la seonde partie.
La méthode utilisée à la setion 5 s'inspire de l'étude des variétés NK de
dimension 6. A. Gray a montré dans [13℄ que elles-i sont soit kähleriennes,
soit stritement NK (SNK). Dans le dernier as elles admettent une rédution
naturelle à SU(3). C'est de tenir toujours un meilleur ompte de ette stru-
ture SU(3) que sont venus les derniers résultats les onernant. D'abord Reyes-
Carrion [25℄ a montré que la onnexion hermitienne anonique était en fait une
onnexion SU(3). Puis il a déouvert, e que Hithin a rendu expliite dans
[18℄, que toute l'information pour la struture SU(3), y ompris la métrique et
la struture presque omplexe, est omprise dans la donnée de deux formes : la
forme de Kähler ω et la forme volume omplexe Ψ (ou dans e as la diéren-
tielle de la forme de Kähler dω), e qui permet de aratériser les variétés SNK
en dimension 6 par une équation diérentielle simple portant sur la struture
SU(3).
Ii on s'intéresse à d'autres variétés presque hermitiennes de dimension 6
qu'on appelle spéiales 'est-à-dire à d'autres strutures U(3) qui induisent une
struture SU(3) sur la variété par l'intermédiaire de dω. Salamon, Chiossi [8℄,
prolongeant le travail de Gray, Hervella ont lassié les variétés SU(3) en onsi-
dérant la torsion intrinséque. Celle-i est donnée par la déomposition en types
de dω, dΨ. Les variétés W1 ⊕W4 sont alors aratérisées par deux équations
diérentielles portant notamment sur la forme de Lee θ et on peut montrer que
elle-i est fermée, 'est-à-dire représente loalement (par le lemme de Poinaré)
un hangement onforme de métrique par lequel la variété est issue d'une variété
NK.
Setion 6, vue l'invariane onforme de la dénition de l'espae de twisteurs,
réduit ou non, on reformule les résultats de la setion 5 en onsidérant des
variétés presque hermitiennes onformes. On laisse ouverte la question de savoir
si un théorème tel que 1 a lieu en toute dimension et pour d'autres lasses
de variétés presque hermitiennes, stables par transformation onforme. Cette
question est liée à l'existene des variétés de type G1, G2 de Hervella, Vidal
[15℄. On donne seulement, setion 7, un résultat d'existene loale de variétés
de type W1⊕W2 ⊕W4 de dimension 6 non loalement onformes à des variétés
de type W1 ⊕W2.
1 Préliminaires
On souhaite donner ii quelques dénitions générales et quelques résultats
simples ou lassiques sur les variétés presque hermitiennes.
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D'abord xons quelques notations. Soient M une variété de dimension m et
GL(M) le bré prinipal sur M de groupe GL(m) (le bré des repères). Les
représentations de GL(m) fournissent des brés assoiés de GL(M), les brés
de tenseurs de M , parmi lesquels : TM , le bré tangent ou les brés extérieurs
Λ
p
.
Maintenant, si M est une variété riemannienne orientée, on a une première
rédution de GL(M) à SO(m) : soit SO(M) le bré des repères orthonormés
direts de M . On note so(M) son bré adjoint 'est-à-dire le bré des endomor-
phismes antisymétriques de TM . Plus généralement, soient G un groupe de Lie,
G ⊂ SO(m), d'algèbre de Lie g et g⊥ l'orthogonal de g dans so(m). On suppose
que M admet une rédution à G, 'est-à-dire qu'il existe un sous-bré prinipal
G(M) de groupe G de SO(M). Alors on note g(M) le bré adjoint de G(M).
De même g
⊥(M) désignera le bré assoié à la représentation g⊥ de G.
Dans et artile on onsidère des variétés presque hermitiennes. Une telle
variété est dénie en dimension paire m = 2n par une rédution du bré des
repères à U(n), notée U(M), ou autrement par une métrique g et une struture
presque omplexe J , orthogonale,
∀X,Y ∈ TM, g(JX, JY ) = g(X,Y ),
dénissant une 2-forme ω, appelée forme de Kähler :
∀X,Y ∈ TM, ω(X,Y ) = g(JX, Y )
Soit T 1,0 ⊂ TCM le sous-bré des veteurs omplexes de type (1,0) par rapport
à J . De même, soit T 0,1 le bré des veteurs de type (0,1). Autrement dit, quel
que soit x ∈M , T 1,0x (resp. T
0,1
x ) est le sous-espae propre (omplexe) de Jx pour
la valeur propre i (resp. −i). Le tenseur de Nijenhuis N mesure l'intégrabilité
de la struture presque omplexe J ou de la distribution T 1,0. Il est déni, en
vertu du théorème de Frobenius, par
∀X,Y ∈ TM, N(X,Y ) + iJN(X,Y ) = [X1,0, Y 1,0]0,1, (1)
où pour tout X ∈ TCM , X1,0 = 12 (X − iJX) et X
0,1 = 12 (X + iJX) dési-
gnent les projetions de X sur T 1,0, T 0,1, respetivement. Soit don (M, g, J)
une variété presque hermitienne. Le bré u(M) (resp. u(M)⊥) est le bré des
endomorphismes antisymétriques de TM qui ommutent (resp. antiommutent)
à J .
On rappelle aussi que pour tout bré prinipal P il existe une ation naturelle
du bré intérieur sur les brés assoiés. En partiulier  si P est un sous-bré
de GL(M)  sur les brés de tenseurs. Il existe aussi une ation dérivée du bré
adjoint. On note Φs (resp. A.s) l'ation d'un automorphisme vertial Φ de P
(resp. d'une setion A du bré adjoint) sur un hamp de tenseurs s. On souhaite
expliiter ette ation dans le as où s est un tenseur de type (2,1) : quels que
soient X,Y, Z ∈ TM ,
Φs(X,Y ) = Φ
(
s(Φ−1X,Φ−1Y )
)
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A.s(X,Y ) = As(X,Y )− s(AX, Y )− s(X,AY )
Or la struture presque omplexe J peut-être vue alternativement omme un en-
domorphisme orthogonal de TM ou omme un endomorphisme antisymétrique,
'est-à-dire une setion du bré adjoint so(M). Par onséquent, elle peut agir
de es deux façons et puisque J2 = −Id,
Js(X,Y, Z) = J
(
s(JX, JY )
)
Les représentations d'un groupe, ii U(n), interviennent dans la onstrution
des brés assoiés. On utilise la notation de Salamon [26℄. Soit V un espae
de représentation omplexe. On dit que V est de type omplexe si V n'est pas
isomorphe à son onjugué V . Alors [[V ]] désigne simplement l'espae vetoriel (ou
l'espae de représentation) réel sous-jaent. Au ontraire V est dit de type réel s'il
admet une struture réelle, soit un endomorphisme de arré 1 antiommutant
à i. En partiulier V ≃ V . Alors on note [V ] le sous-espae propre de et
endomorphisme pour la valeur 1. Il s'agit d'un espae vetoriel réel qui admet
V omme omplexiation : V ≃ [V ]⊗R C. Selon les as on a don dimR[[V ]] =
2dimCV ou dimR[V ] = dimCV . De plus on note [[V]] ou [V] le bré assoié de
U(M) orrespondant.
L'exemple fondamental pour nous est l'espae des formes de type (p, q). On
sait que l'intersetion de et espae λp,q ave les r-formes réelles (r = p+ q) est
nulle si p 6= q. En revanhe λp,q ⊕ λq,p est la omplexiation de [[λp,q]], l'espae
des formes réelles de type (p, q)+(q, p). De l'autre té si p = q on a diretement
que λp,p est la omplexiation de [λp,p].
Pour une variété riemannienne, la métrique fournit un isomorphisme SO(m)-
invariant des deux brés so(M) et Λ2. Pour une variété presque hermitienne
(M, g, J) on a en outre les isomorphismes U(n)-invariants :
u(M) ≃ [λ1,1] et u(M)⊥ ≃ [[λ2,0]]
Soit ∇ la onnexion de Levi-Civita de g. Gray et Hervella [14℄ regardent la
dérivée ovariante de la forme de Kähler ∇ω. C'est une setion de Λ1 ⊗ [[λ2,0]].
En eet J2 = −Id implique
(∇XJ)J + J(∇XJ) = 0 (2)
don∇J est une setion deΛ1⊗u(M)⊥. On peut voir e tenseur omme le défaut
pourM d'être kählerienne. En vue de lassier les variétés presque hermitiennes
Gray et Hervella déomposent Λ1 ⊗ [[λ2,0]] sous l'ation de U(n) :
Λ1 ⊗ [[λ2,0]] = [[λ1,0 ⊗ λ2,0]]⊕ [[λ0,1 ⊗ λ2,0]]
= [[λ1,0 ⊗ λ2,0]]⊕ [[λ2,1]]
Il existe un sous-espae U1, U(n)-invariant tel que
λ1,0 ⊗ λ2,0 ≃ λ3,0 ⊕ U1
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Alors
Λ1 ⊗ [[λ2,0]] ≃ [[λ3,0]]⊕ [[U1]]⊕ [[λ2,10 ]]⊕ Λ
1
(3)
est la déomposition en omposantes irrédutibles de la représentation de U(n)
en dimension supérieure ou égale à 6. Pour une démonstration, on se reportera
à [14℄ en identiant, ave les notations des auteurs
W1 ≃ [[λ
3,0]], W2 ≃ [[U
1]], W3 ≃ [[λ
2,1
0 ]] et W4 ≃ Λ
1
En dimension 4,W1,W3 sont réduits à {0}. La même déomposition est alulée
par Falitelli, Farinola, Salamon [11℄ en se servant de l'algorithme de déompo-
sition des produits tensoriels exposé au hapitre 6 de [26℄ (gure 6.5). C'est
également la proédure suivie dans et artile pour obtenir les déompositions
données sans démonstration à la setion 4 (la preuve omplète est développée
au hapitre 2, setion 3 de [6℄).
Au lieu de demander que la première dérivée de ω satisfasse ertaines ondi-
tions, on demandera, dans e langage, que ∇ω prenne ses valeurs dans ertains
sous-espaes invariants dénis par (3) :
Dénition 1.1. Soit I ⊂ {1, 2, 3, 4}. On appelle variété de type
⊕
i∈I Wi, une
variété presque hermitienne (M, g, J) telle que la dérivée ovariante pour la
onnexion de Levi-Civita de la forme de Kähler ∇ω est une setion du bré⊕
i∈IWi ⊂ Λ
1 ⊗ [[λ2,0]]. De plus, on appelle lasse
⊕
i∈I Wi l'ensemble de es
variétés.
Pour information et pour exemple, la lasseW3⊕W4 est la lasse des variétés
hermitiennes, et W2 est la lasse des variétés sympletiques. Comme on voit,
l'intersetion de es deux lasses est formée de variétés vériant ∇ω = 0 e qui
orrespond à la dénition alternative des variétés kähleriennes : la diérentielle
de la forme de Kähler et le tenseur de Nijenhuis sont nuls en même temps. On
verra setion 5 une interprétation utile des omposantes de ∇ω en fontion de
N , dω (voir gure 1).
On dénit la onnexion hermitienne anonique ∇ par
∇X = ∇X −
1
2
J(∇XJ) (4)
On vérie que ∇J = 0. En outre quel que soit X ∈ TM ,
δX = ∇X −∇X =
1
2
J(∇XJ) (5)
antiommute à J à ause de (2). La onnexion ∇ est en fait l'unique onnexion
hermitienne ayant ette propriété. En eet si ∇˜ est une autre onnexion hermi-
tienne, ∇X − ∇˜X ommute à J quel que soit X ∈ TM . On peut don toujours
déomposer
∇− ∇˜ = (∇−∇) + (∇− ∇˜)
Λ
1 ⊗ so(M) = Λ1 ⊗ u(M)⊥ ⊕ Λ1 ⊗ u(M)
(6)
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Cette propriété aratérise la onnexion intrinsèque de la struture U(n), dénie
pour toute G-struture, G ⊂ SO(m). Le tenseur δ = ∇ − ∇ est appelé (par
abus de langage) torsion intrinsèque de la struture U(n). En eet, pour une
onnexion métrique ∇˜, l'appliation qui à δ˜ = ∇− ∇˜ assoie la torsion T :
T (X,Y ) = δ˜XY − δ˜YX
est un isomorphisme. Maintenant, δ est envoyé sur ∇ω par un isomorphisme
U(n)-invariant. On peut don aussi regarder les omposantes de e tenseur dans
la déomposition (3). Par là, la déomposition de Gray-Hervella peut-être gé-
néralisée à toute G-struture. Les artiles [8, 20℄ seront ités dans la suite pour
le as G = SU(n) (le premier seulement pour G = SU(3)). On mentionne
également sur e sujet l'artile antérieur [3℄ de Bor, Hernández Lamoneda.
Première partie
2 L'espae de twisteurs réduit et sa struture presque
omplexe
Soit Z(n) l'ensemble des endomorphismes unitaires de arré −1 de Cn. Un
élément J de Z(n) a l'inverse J−1 = tJ¯ mais aussi, puisque J2 = −1, J−1 = −J
d'où J + tJ¯ = 0. Par ette remarque, Z(n) est l'intersetion U(n) ∩ u(n) du
groupe unitaire et de son algèbre de Lie. La donnée d'un tel endomorphisme dia-
gonalisable est équivalente à la donnée d'un ouple de sous-espaes omplexes
orthogonaux (F, F⊥), les sous-espaes propres de J pour les valeurs propres i et
−i. En lassant suivant la dimension p de F , on voit que Z(n) a plusieurs om-
posantes onnexes, haune isomorphe à une Grassmanienne omplexe Gp(Cn).
Le groupe U(n) agit transitivement par
(g, J) 7→ gJg−1
sur haque omposante onnexe qui s'identie ainsi à l'espae homogène U(n)/U(p)×
U(n − p). En partiulier la omposante orrespondant à p = 1 est isomorphe
à CPn−1. En revanhe, on élimine les omposantes singulières orrespondant
à la multipliation par i et −i de Cn. De plus Z(n) est muni d'une struture
presque omplexe anonique U(n)-invariante notée Jn, donnée par la multipli-
ation à gauhe par J sur haque espae tangent TJZ(n), identié à l'ensemble
des endomorphismes de u(n) qui antiommutent à J (f [24℄).
Dénition 2.1. Soit (M, g, J0) une variété presque hermitienne de dimension
m = 2n (NB : par éonomie de notation, on appelle J0, dans ette partie, la
struture presque omplexe de la variété). L'espae de twisteurs réduit Z de M
est le bré assoié du bré prinipal U(M) pour l'ation de U(n) sur Z(n).
Cette dénition prend plae dans un adre très général. Il s'agit d'un as
partiulier d'une onstrution naturelle d'espaes de twisteurs sur des G-variétés
utilisée dans [2, 24℄ (voir aussi [7℄ pour le as des espaes symétriques).
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Le sous-bré vertial T VZ (tangent aux bres) est muni d'un endomor-
phisme J V de arré −1 opié sur Jn.
On adopte les notations suivantes : j désigne toujours un point de Z, π : Z →
M est la projetion anonique et x = π(j). Bien sûr on peut voir j omme un
endomorphisme de arré −1 de TxM , ommutant ave (J0)x et ompatible ave
gx. Alors J Vj est la multipliation à gauhe par j dans T
V
j Z. D'un autre té
on notera par une majusule, J , une setion de Z, globale ou loale, 'est-à-dire
une struture presque omplexe sur M ou un ouvert de M .
Toute onnexion sur U(M), 'est-à-dire toute onnexion hermitienne ∇˜ dé-
nit une onnexion sur Z. On note H˜ ⊂ TZ la distribution horizontale orres-
pondante. Elle permet de ompléter J V en une struture presque omplexe J
sur Z en demandant que la restrition de J à H˜j , pour tout j ∈ Z, soit le relevé
de j lui-même, vu omme struture presque omplexe sur TxM .
Maintenant si on utilise une autre onnexion ∇̂, on obtient une struture
presque omplexe a priori diérente J ′. On note
ηX = ∇˜X − ∇̂X ,
pour tout X ∈ TM .
Proposition 2.2. Deux onnexions hermitiennes dénissent la même stru-
ture presque omplexe sur l'espae de twisteurs réduit Z si et seulement si leur
diérene vérie
[ηJX , J ] = J [ηX , J ] (7)
pour tout veteur X et toute setion J de Z, 'est à dire toute struture presque
omplexe sur M ommutant ave J0.
Démonstration. Soit U un veteur tangent à Z en j. On appelle X = π∗(U) sa
projetion sur TxM . Alors il existe une setion loale J de Z telle que Jx = j,
J∗(X) = U . Par dénition de la dérivée ovariante
U = J∗(X) = ∇˜XJ + X˜
où X˜ désigne le relevé horizontal de X dans H˜j . Cette déomposition est en
outre la déomposition de U en sa partie vertiale et sa partie horizontale, qui
sert à aluler JU . Mais de même U = ∇̂XJ + X̂ où X̂ est le relevé de X dans
Ĥ, l'espae horizontal assoié à ∇̂. D'où on déduit premièrement que
X̂ = X˜ + ∇˜XJ − ∇̂XJ = X˜ + [ηX , J ]
Puis
JU = J V (∇˜XJ) + J˜X, J
′U = J V (∇̂XJ) + ĴX
On trouve que deux onnexions ∇˜ et ∇̂ dénissent la même struture presque
omplexe si et seulement si leur diérene vérie
[ηJX , J ] = J
V [ηX , J ]
Ce n'est rien d'autre que (7), par dénition de J V .
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On peut réérire (7) sous une autre forme. Pour ela, on omplexie l'espae
tangent et tous ses espaes de tenseurs et on étend η à TCM par C-linéarité.
Comme on l'a vu dans les préliminaires, haque veteur X ∈ TCM peut être
déomposé suivant les sous-espaes propres T 1,0, T 0,1 de J0 en haque point :
X = X1,0 +X0,1. Il peut aussi être déomposé suivant les sous-espaes propres
de J . Soit X1,0J =
1
2 (X − iJX), dans ette partie, la projetion de X sur T
1,0
J ,
le sous-bré des veteurs de type (1,0) par rapport à J . De même, on note
X0,1J =
1
2 (X+ iJX) la projetion sur T
0,1
J . La ondition donnée à la proposition
2.2 peut alors être remplaée par
(ηX1,0J
Y 1,0J )
0,1
J = 0 (8)
Cette dernière équation est elle-même équivalente à
(ηX0,1J
Y 0,1J )
1,0
J = 0
ar η est un tenseur réel.
Une question naturelle maintenant est l'intégrabilité de J , en xant une
onnexion, ou une lasse d'équivalene de onnexions dénie par (8). Bérard
Bergery et Ohiai [2℄ ou O'Brian et Rawnsley [24℄ ont donné la réponse sous la
forme d'équations portant sur la torsion T et la ourbure R˜ de ∇˜.
Proposition 2.3 (Bérard Bergery, Ohiai). La struture presque omplexe J
de l'espae de twisteurs réduit Z assoiée à la onnexion hermitienne ∇˜ est
intégrable si et seulement si
T (X1,0J , Y
1,0
J )
0,1
J = 0 (9)
et
(R˜X1,0J ,Y
1,0
J
Z1,0J )
0,1
J = 0, (10)
pour tous veteurs X,Y, Z ∈ TCM et toute struture presque omplexe J om-
mutant ave J0.
Remarque. A noter la ressemblane entre (8) ou (9) et (1). En eet (9) or-
respond à l'annulation de la partie horizontale du tenseur de Nijenhuis N de
J . Quant à (10) elle est liée à sa partie vertiale. En eet, si U , V sont deux
hamps de veteurs tangents à Z, la projetion sur T V Z du rohet [U, V ] au
point j ne dépend que de Uj, Vj et vaut [R˜X,Y , j], où X = π∗(U) et Y = π∗(V ).
3 Résolution des équations portant sur la torsion
On s'attahe premièrement à résoudre l'équation portant sur la torsion, 'est-
à-dire qu'on herhe des onditions nééssaires pour que, une onnexion hermi-
tienne ∇˜ étant xée, la struture presque omplexe assoiée J soit intégrable.
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On a vu que J agit en tant que setion du bré adjoint so(m) sur les espaes
de tenseurs, en partiulier sur l'espae des tenseurs de type torsion par
J.T (X,Y ) = JT (X,Y )− T (JX, Y )− T (X, JY )
Comme J est diagonalisable, ave les valeurs propres i et −i sur TM , il l'est
enore sur Λ
2 ⊗ TM ave les valeurs propres 3i ('est à dire i + i + i), −3i,
i(= i+ i− i) et −i. Soit T un veteur propre pour la valeur propre −3i.
JT (X,Y )− T (JX, Y )− T (X, JY ) = −3iT (X,Y )
On voit que JT (X1,0J , Y
1,0
J ) = −iT (X
1,0
J , Y
1,0
J ) 'est-à-dire T (X
1,0
J , Y
1,0
J ) ∈ T
0,1
J .
De même on peut montrer que T (X1,0J , Y
1,0
J ) ∈ T
1,0
J , si T est un veteur propre
pour la valeur propre−i, et T (X1,0J , Y
1,0
J ) = 0 si T est un veteur propre pour les
valeurs propres 3i ou i. Par onséquent, pour un tenseur quelonque T , (9) est
équivalente à l'annulation de la omposante de T suivant le sous-espae propre
de J assoié à −3i. De même, l'équation onjuguée,
T (X0,1J , Y
0,1
J )
1,0
J = 0 (11)
orrespond à l'annulation de la omposante dans le sous-espae propre pour la
valeur propre 3i. Finalement (9) et (11) sont les équations de la somme direte
des sous-espaes propres pour les valeurs propres i et −i.
Maintenant, pour que la partie horizontale de N soit nulle, par la proposi-
tion 2.3, T doit vérier es équations quel que soit J ommutant ave J0 (pour
un tenseur réel en eet, l'une de es équations implique immédiatement l'autre).
Appelons T l'espae des tenseurs de type torsion qui le vérient. Il est U(n)-
invariant. En eet, J n'est pas en général invariant par un élément g ∈ U(n)
mais envoyé par lui sur une autre struture presque omplexe gJg−1 ommutant
ave J0. C'est pourquoi, pour aluler T , on déompose l'espae des tenseurs de
type torsion en haque point en omposantes irrédutibles de la représentation
de U(n) puis on xe une struture presque omplexe J ommutant ave J0. Si
une omposante W a une intersetion non nulle ave les sous-espaes propres
de J orrespondant aux valeurs propres 3i ou −3i, elle n'apparaît pas dans
la déomposition de T . Dans le as ontraire, si J n'a que les valeurs propres
i et −i sur W , par invariane, 'est aussi le as de toutes les autres stru-
tures presque omplexes obtenues à partir de J par onjugaison ave un ertain
g ∈ U(n), 'est-à-dire appartenant à la même omposante onnexe de l'espae
de twisteurs Z. Pour obtenir une ondition d'intégrabilité de J , il sut par
onséquent de onsidérer une setion J par omposante onnexe. Autrement,
on peut herher des onditions d'intégrabilité partielle, en se restreignant à
une sous-variété onnexe de Z. Les onditions obtenues sont a priori diérentes
pour des omposantes onnexes distintes, omme on va montrer que 'est le
as en dimension 8.
Comme on a vu dans les préliminaires, il revient au même de travailler ave T
ou δ˜ = ∇−∇˜. On hoisit le seond. C'est une setion de Λ1⊗so(M) ≃ Λ1⊗Λ2.
Déomposons et espae sous l'ation de U(n).
Λ1 ⊗ Λ2 = (Λ1 ⊗ [[λ2,0]])⊕ (Λ1 ⊗ [λ1,1])
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Le premier sous-espae se déompose omme en (3). Quant au seond, il existe
un sous-espae U(n)-invariant U2 tel que
λ1,0 ⊗ λ1,1 ≃ λ2,1 ⊕ U2
Alors, en notant U20 la omposante primitive de U
2
, on obtient la déomposition
en omposantes irrédutibles :
Λ1 ⊗ [λ1,1] ≃ Λ1 ⊕ [[λ2,10 ]]⊕ Λ
1 ⊕ [[U20 ]]
Proposition 3.1. Si M est de dimension supérieure à 10, T ≃ 3Λ1. Si M est
de dimension 6, T ≃ 3Λ1 ⊕ [[λ3,0]].
Démonstration. Soit J un endomorphisme de arré −1 ommutant ave J0.
On diagonalise simultanément J et J0 en haque point. Soient F le sous-bré
de TCM où J oïnide ave J0, G le sous-bré sur lequel il vaut −J0. On a
F ⊕G = TCM et même
λ
1,0 = λ1,0F ⊕ λ1,0G, λ0,1 = λ0,1F ⊕ λ0,1G
où λ
1,0F est l'ensemble des formes de type (1,0) qui s'annulent sur G, et. Une
autre façon de le dire est λ
1,0F = λ1,0 ∩ l1,0, où l1,0 est l'espae des 1-formes
de type (1, 0) par rapport à J , λ1,0G = λ1,0 ∩ l0,1, et. On a don aussi
l
1,0 = l1,0F ⊕ l1,0G
= λ1,0F ⊕ λ0,1G
où l
1,0F est omme on s'y attend l'ensemble des formes de type (1,0) par rapport
à J qui s'annulent sur G, et.
Par la disussion préédente, les omposantes de T sont elles qui ne ren-
ontrent pas
⊗
3
l
1,0
ni
⊗
3
l
0,1
.⊗
3
l
1,0 =
⊗
3
λ
1,0F⊕(
⊗
2
λ
1,0F⊗λ0,1G)⊕(λ1,0F⊗
⊗
2
λ
0,1G)⊕
⊗
3
λ
0,1G
Examinons premièrement l'intersetion de haque terme ave λ
1 ⊗ λ2,0.
Le premier,
⊗
3
λ
1,0F , a une intersetion non réduite à {0} ave λ3,0 : λ3,0F .
Il a aussi une intersetion non nulle ave U
1
qu'on peut noter U
1F .
Le deuxième,
⊗
2
λ
1,0F ⊗ λ0,1G, a une intersetion non nulle ave λ2,10 :
λ
2,0F ⊗ λ0,1G. (Il est à noter que, omme F et G sont J-stables, orthogonaux,
λ
2,0F ⊗ λ0,1G a une intersetion nulle ave λ1,0. En eet, elui-i est obtenu
dans λ
2,1
en faisant le produit extérieur ave ω ∈ λ1,1F ⊕ λ1,1G.)
Enn les deux derniers sous-espaes λ
1,0F ⊗
⊗
2
λ
0,1G et
⊗
3
λ
0,1G ont une
intersetion nulle ave λ
1 ⊗ λ2,0.
On proède de même pour les omposantes de λ
1 ⊗ λ1,1 : le sous-bré
isomorphe à λ
2,1
0 a une intersetion non nulle ave
⊗
3
l
1,0
: λ
2,0F ⊗ λ0,1G,
quant à U
2
0, il intersete
⊗
3
l
1,0
suivant σ
2,0F ⊗ λ0,1G. (NB : On note σp,q =⊙p
λ1,0 ⊗
⊙q
λ0,1. On voit par exemple que U2 = σ2,1.)
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Finalement il semble que tous les sous-espaes irrédutibles de Λ
1⊗Λ2, sauf
eux isomorphes à Λ
1
, renontrent le sous-espae propre de J pour la valeur
propre 3i. Cependant il faut voir que si les dimensions de F ou G sont petites,
ertaines des intersetions préédentes sont réduites à {0}. Ainsi, si F est de
dimension 2 ou 4, λ3,0F = {0}. Mais alors, pourvu que M soit de dimension
supérieure à 10, G est de dimension supérieure à 6 et λ3,0 renontre
⊗
3
l
0,1
, s'il
ne renontre pas
⊗
3
l
1,0
.
Corollaire 3.2. Soit (M, g, J0) une variété presque hermitienne de dimension
m = 2n. Une ondition nééssaire d'intégrabilité de J est que M soit loalement
onformément kählerienne en dimension supérieure à 10 ou de type W1 ⊕W4
en dimension 6.
Démonstration. Comme on le voit dans la déomposition (6), la partie de δ˜
dans Λ
1 ⊗ u(M)⊥ ≃ Λ1 ⊗ [[λ2,0]] est xe, égale à δ = ∇ − ∇. D'après une
remarque préédente, elle-i (5), au lieu de ∇ω, peut servir à dénir le type de
la variété presque hermitienne. Les onditions imposées à T ou δ˜, proposition
3.1, impliquent que les omposantes suivant W2 ≃ [[U
1]], W3 ≃ [[λ
2,1
0 ]]  ainsi
queW1 ≃ [[λ3,0]], en dimension 6  sont nulles.
La partiularité de la dimension 6 vient de e que dimCF et dimCG sont
toutes deux stritement inférieures à 6 pourvu que J ne soit pas égal à J0, ni à
son opposé. Alors, λ
1,0F , λ0,1G sont de dimension 1 ou 2 et λ3,0F , λ0,3G sont
réduits à {0}. En dimension 8, 'est enore le as si dimCF = dimCG = 4, 'est
à dire si J , J0 déterminent la même orientation de M . Appelons Z1 le sous-
bré de Z engendré par es setions, Z2 le sous-bré supplémentaire. Comme
on a vu, les omposantes onnexes de Z sont aratérisées par les dimensions
des sous-espaes F , G. On en déduit que Z1 est onnexe tandis que Z2 a deux
omposantes onnexes orrespondant respetivement à dimCF = 2, dimCG = 6
et dimCF = 6, dimCG = 2. Si J est une setion de Z2, un parmi λ
3,0F , λ3,0G,
selon les as, n'est pas réduit à {0}. Par onséquent, quel que soit le tenseur T
de [[λ3,0]], il existe J ∈ Z2 tel que T ne vérie pas (9). Ce qui nous intéresse
alors, en ette dimension, est moins le tenseur J de l'espae de twisteurs réduit
que ses restritions à Z1, Z2, notées J1, J2. Pour une variétéM de dimension 8,
on note T1 (resp. T2) le sous-espae de l'espae des tenseurs de torsion abstraits
dont les éléments vérient (9), quelle que soit la setion J de Z1 (resp. Z2).
Autrement dit, T1 (resp. T2) détermine une ondition nééssaire d'intégrabilité
de J1 (resp. J2).
Proposition 3.3. En dimension 8, T1 ≃ 3Λ1 ⊕ [[λ
3,0]] mais T2 ≃ 3Λ1.
Corollaire 3.4. Soit M une variété presque hermitienne de dimension 8. La
struture presque omplexe J1 de Z1 est intégrable seulement si la variété est
de type W1 ⊕W4 mais pour que J2 soit intégrable il faut que M soit loalement
onformément kählerienne.
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Auun travail supplémentaire n'est nééssaire pour réduire (7), qui est iden-
tique à (9) à ei près que η vit dans le sous-espae Λ1 ⊗ [λ1,1] de Λ1 ⊗ Λ2.
On en déduit que deux onnexions hermitiennes dénissent la même struture
presque omplexe de l'espae des twisteurs réduits si et seulement si leur dié-
rene est dans Λ
1⊕Λ1. On dénit de ette façon une relation d'équivalene sur
les onnexions hermitiennes de (M, g, J0) de telle sorte que la onstrution de
J sur l'espae de twisteurs réduits est une injetion de l'ensemble des lasses
d'équivalene dans l'espae des strutures presque omplexes de Z. L'énoné
suivant regroupe les deux résultats :
Proposition 3.5. La struture presque omplexe J de l'espae de twisteurs ré-
duit assoiée à une onnexion hermitienne ∇˜ ne peut être intégrable que si ette
dernière appartient à la même lasse d'équivalene que ∇, la onnexion hermi-
tienne anonique, i.e. ∇˜, ∇ dénissent la même struture presque omplexe sur
Z. De plus la torsion de ∇ doit être une setion de Λ1 ≃ W4 en dimension
supérieure à 8 ou de Λ
1 ⊕ [[λ3,0]] ≃W1 ⊕W4 en dimension 6.
On est don fondé dans la suite (reherhe de onditions susantes) à s'in-
téresser seulement à la onnexion hermitienne anonique ∇.
4 Conditions d'intégrabilité
On veut maintenant résoudre l'équation (10) portant sur la ourbure. Soit R
la ourbure de ∇. De même que pour la torsion, T était le plus gros sous-espae
U(n)-invariant tel qu'une struture presque omplexe J ommutant ave J0,
agissant sur les tenseurs de type torsion, n'y ait que les valeurs propres i et −i
(jamais 3i ni −3i), de même R, l'ensemble des tenseurs qui vérient (10), est
l'espae des tenseurs de ourbure hermitienne abstraits, isomorphe à Λ
2⊗ [λ1,1],
à l'exlusion des omposantes irrédutibles qui admettent ±4i, omme valeur
propre de J .
On déompose Λ2 ⊗ [λ1,1] sous l'ation de U(n).
λ2 ⊗ λ1,1 = (λ2,0 ⊗ λ1,1)⊕ (λ0,2 ⊗ λ1,1)⊕ (λ1,1 ⊗ λ1,1)
Il existe un sous-espae V 1 tel que
λ1,1 ⊗ λ1,1 = λ2,2 ⊕ V 1 ⊕ V 1 ⊕ σ2,2
Chaque terme de ette somme se déompose enore en :
λ2,2 ≃ λ2,20 ⊕ λ
1,1
0 ⊕ R
V 1 ≃ V 10 ⊕ λ
1,1
0
σ2,2 ≃ σ2,20 ⊕ λ
1,1
0 ⊕ R
On rappelle que λp,q0 est dénie omme la représentation de U(n) de poids
dominant, dans les oordonnées standard,
(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p
, 0, . . . , 0,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q
)
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D'autre part, le poids dominant de σp,q0 est (p, 0, . . . , 0,−q). En partiulier
λ1,10 = σ
1,1
0 est de poids dominant (1, 0, ..., 0,−1) et σ
2,2
0 , de poids dominant
(2, 0, . . . , 0,−2), est le produit de Cartan de λ1,10 ave elle-même. Maintenant,
U1 déni préédemment est la représentation irrédutible de poids dominant
(2, 0, . . . ,−1). Enn V 10 est dénie omme la représentation irrédutible de U(n)
de poids dominant (2, 0, . . . , 0,−1,−1). A noter que dans le produit symétrique
il ne reste que
λ1,1 ⊙ λ1,1 = λ2,2 ⊕ σ2,2
et dans la dimension qui nous intéresse tout partiulièrement, la dimension 6 :
[λ1,1]⊗ [λ1,1] = 3[λ1,10 ]⊕ 2R⊕ [[V
1
0 ]]⊕ [σ
2,2
0 ]
Il existe aussi V 2 tel que
λ2,0 ⊗ λ1,1 = λ3,1 ⊕ V 2
= λ3,10 ⊕ 2λ
2,0 ⊕ V 20 ⊕ σ
2,0
où V 20 est la représentation irrédutible de poids dominant (2, 1, 0 . . . , 0,−1). En
dimension 6, en revenant aux espaes de représentation réels :
[[λ2,0]]⊗ [λ1,1] = [[λ2,0]]⊕ [[V 20 ]]⊕ [[λ
2,0]]⊕ [[σ2,0]]
Le sous-espae propre de J pour la valeur 4i dans
⊗
4
Λ
1
C
est⊗
4
l
1,0 =
⊗
4
λ
1,0F ⊕ (
⊗
3
λ
1,0F ⊗ λ0,1G)⊕ (
⊗
2
λ
1,0F ⊗
⊗
2
λ
0,1G)
⊕ (λ1,0F ⊗
⊗
3
λ
0,1G)⊕
⊗
4
λ
0,1G
Or,

⊗
4
λ
1,0F n'a d'intersetion non nulle qu'ave λ2,0⊗λ2,0. De même
⊗
4
λ
0,1G
ne nous intéresse pas.

⊗
3
λ
1,0F ⊗λ0,1G a une intersetion non nulle ave λ3,10 (égale à λ
3,0F ⊗
λ
0,1G) et ave V2 (isomorphe à U1F ⊗ λ0,1G).
 λ
1,0F ⊗
⊗
3
λ
0,1G est le onjugué du préédent.
 Enn
⊗
2
λ
1,0F⊗
⊗
2
λ
0,1G a une intersetion non nulle ave λ2,20 (λ
2,0F⊗
λ
0,2G), V10 (λ
2,0F ⊗ σ0,2G), V10 et σ
2,2
0 (σ
2,0F ⊗ σ0,2G).
Par onséquent les omposantes qu'il faut éliminer sont [λ2,20 ], [[V
1
0]], [σ
2,2
0 ],
[[V20]], [[λ
3,1
0 ]], en dimension supérieure à 10 et [[V
1
0]], [σ
2,2
0 ], [[V
2
0]], en dimension
6.
Cependant,
Proposition 4.1. Soit (M, g, J) une variété presque hermitienne de type W1⊕
W4, de dimension 6. Les omposantes dans [[V
1
0]] et [[V
2
0]] de la ourbure R de
la onnexion hermitienne anonique ∇ sont nulles.
Démonstration. Pour le voir on déompose
δ = ξ + ϑ (12)
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où ξ et ϑ sont des setions de W1 et W4 ⊂ Λ1 ⊗ [[λ
2,0]], respetivement. Dès
lors R est liée à la ourbure riemannienne par
RX,Y = RX,Y − (∇Xξ)Y + (∇Y ξ)X
−(∇Xϑ)Y + (∇Y ϑ)X − ϑϑXY−ϑYX − [ϑX , ϑY ] (13)
−ξξXY−ξY X − [ξX , ξY ]
−ϑξXY−ξY X − ξϑXY−ϑYX − [ξX , ϑY ]− [ξY , ϑX ]
Comme ∇ est une onnexion hermitienne, ∇ξ vit en tout point dans un espae
isomorphe, omme espae de représentation de U(n), à Λ1 ⊗ [[λ3,0]] ; 'est aussi
le as des tenseurs aparaissant à la dernière ligne ar W4 ≃ Λ1 ; les tenseurs
aparaissant à la deuxième ligne vivent dans un espae isomorphe à Λ
1 ⊗ Λ1 ;
enn eux aparaissant à la troisième ligne vivent dans [[λ3,0]]⊗ [[λ3,0]]. Or ette
équation permet de déomposer la ourbure hermitienne (en utilisant le pro-
jeteur b déni par la permutation irulaire sur les trois premières variables)
en
R = R0 +R1 (14)
où R0 vérie l'identité de Bianhi, i.e. est un tenseur de type ourbure kähle-
rienne, et R1 ne dépend que de b(R), autrement dit, puisque b(R) = 0, uni-
quement des autres tenseurs aparaissant dans (13). L'espae des tenseurs de
ourbure kählerienne est K = [σ2,20 ] ⊕ [λ
1,1
0 ] ⊕ R. Déomposons les autres es-
paes de représentation de U(n) en omposantes irrédutibles.
Λ1 ⊗ Λ1 = [λ1,10 ]⊕ [[λ
2,0]]⊕ [[σ2,0]]⊕ 2R (15)
Λ1 ⊗ [[λ3,0]] = [[V 3]]⊕ [[λ4,0]]⊕ [[λ3,10 ]]⊕ [[λ
2,0]]
où V 3 est la représentation irrédutible (omplexe) de poids dominant (2, 1, 1, 0, . . . , 0).
En dimension 6, [[λ4,0]] et [[λ3,10 ]] n'aparaissent plus dans ette déomposition.
Enn, en dimension 6,
[[λ3,0]]⊗ [[λ3,0]] = [[λ3,0]]⊕ R⊕ R
Par onséquent es trois espaes, et K, ont une intersetion réduite à {0} ave
[[V10]] et [[V
2
0]].
Par ailleurs seul R, dans (13), a éventuellement une omposante non nulle
dans [σ2,20 ] don la ondition porte indiéremment sur la ourbure hermitienne
ou la ourbure riemannienne. C'est e qui autorise l'interprétation de O'Brian
et Rawnsley dans [24℄ en termes de tenseur de Bohner généralisé tel que déni
dans [28℄ pour la ourbure riemannienne de toute variété presque hermitienne.
Théorème 4.2. Soit M une variété presque hermitienne de dimension 6 et
∇˜ une onnexion hermitienne. La struture presque omplexe J de l'espae de
twisteurs réduit assoiée à ∇˜ est intégrable si et seulement si les trois onditions
suivantes sont satisfaites
(i) ∇˜ dénit la même struture presque omplexe sur Z que la onnexion her-
mitienne anonique ∇.
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(ii) La variété est de type W1 ⊕W4.
(iii) Le tenseur de Bohner (ou la omposante de R dans [σ2,20 ]) est nul.
En partiulier,
Corollaire 4.3. L'unique variété stritement NK de dimension 6, ompate,
simplement onnexe, telle que l'espae de twisteurs réduit est muni d'une stru-
ture presque omplexe J intégrable est la sphère S6.
Démonstration. Une variété NK est une variété de type W1 dans la lassia-
tion de Gray Hervella. De façon équivalente ∇ω ou δ sont totalement antisymé-
triques. Cela orrespond à ϑ = 0 dans (12). En outre, la torsion de la onnexion
hermitienne anonique est parallèle :
∇ξ = 0, (16)
omme démontré en toute généralité dans [19℄. Dès lors (13) se simplie gran-
dement. Soit (ξ2) le tenseur de Λ2 ⊗ so(M) déni par (ξ2)X,Y = ξξXY−ξY X +
[ξX , ξY ] :
R = R − (ξ2)
De plus, en dimension 6, les variétés NK non kähleriennes admettent une rédu-
tion naturelle à SU(3) assoiée à dω ou ξ (voir setion 5). Alors (16) implique
que ∇ est une onnexion SU(3) et on peut déomposer R omme en (14) où
ette fois R0 ∈ K(su(3)) a les propriétés algébriques du tenseur de ourbure
d'une variété Calabi-Yau et R1 ne dépend que de (ξ
2). Finalement
R ∈ [σ2,20 ]⊕R
Telle est la forme extrêmement simple de la ourbure hermitienne mais aussi
riemannienne d'une variété stritement NK de dimension 6.
R = R+ (ξ2) ∈ [σ2,20 ]⊕R
On retrouve de ette façon que les variétés NK non kähleriennes, omme les
variétés de Calabi Yau en dimension 6 sont d'Einstein (voir [13℄). Maintenant,
pour que J soit intégrable il faut, par le théorème 4.2, (iii), que la omposante de
la ourbure dans [σ2,20 ] soit nulle, 'est-à-dire que R soit le tenseur de ourbure
de la sphère.
En dimension supérieure à 10, (ii) est remplaée, onformément au orollaire
3.2, par :M est loalement onformément kählerienne 'est-à-dire, ette fois, ξ =
0 dans (12). Par onséquent, ompte-tenu de (15), la même remarque préédant
le théorème 4.2 est valable, bien qu'on ne soit plus en dimension 6. Comme en
outre le tenseur de Bohner est un invariant onforme on a
Théorème 4.4. Soit M une variété presque hermitienne de dimension supé-
rieure à 10. La struture presque omplexe J de l'espae de twisteurs réduit,
assoié à une onnexion hermitienne ∇˜ est intégrable si et seulement si
(i) ∇˜ dénit la même struture presque omplexe que ∇.
(ii) M est loalement onforme à une variété kählerienne, Bohner-plate.
16
Il s'agit du résultat obtenu par O'Brian et Rawnsley [24℄. Il reste valable en
dimension 8 à ondition de se restreindre à la sous-variété Z2 de Z dénie plus
haut.
Deuxième partie
5 Variétés de type W1 ⊕W4
La question posée dans ette setion est la suivante : toutes les les variétés
de type W1⊕W4, de dimension 6, sont-elles loalement onformes à des variétés
NK? Autrement dit, la forme de Lee θ représente-t-elle toujours un hangement
onforme loal, 'est-à-dire est-elle fermée (loalement exate) ?
Commençons par établir quelques notations. Soit (M, g, J) une variété pres-
que hermitienne de dimension m = 2n. On appelle wi, i = 1, 2, 3, 4 les om-
posantes de ∇ω dans la déomposition (3) servant à dénir la lassiation
de Gray, Hervella. L'opérateur de Bianhi (ou la permutation irulaire sur les
trois variables) envoie Λ
1 ⊗ [[λ2,0]] surjetivement sur l'espae des 3-formes Λ3
et ∇ω sur dω. Il est invariant sous l'ation de U(n) et son noyau est W2 par
onséquent :
W1 ⊕W3 ⊕W4 ≃ Λ
3 ≃ [[λ3,0]]⊕ [[λ2,10 ]]⊕Λ
1
La dernière omposante est plus préisément dans Λ
3
l'image de l'appliation
qui fait le produit extérieur des 1-formes ave ω. On propose d'appeler θ la
1-forme apparaissant dans la déomposition de dω. D'autre part, on note ψ sa
omposante dans [[λ3,0]], de sorte que dω s'érit nalement :
dω = ψ + (dω)2,10 + ω ∧ θ
En dimension 6, la donnée d'une 3-forme de type (3,0)+(0,3), de norme onstante,
est équivalente à la donnée d'une 3-forme volume omplexe déterminant une ré-
dution de la variété presque hermitienne à SU(3), omme on va le voir bientt.
Bien que ∇ω, δ soient des tenseurs équivalents, pour notre problème et du
point de vue des représentations, on préfère noter diéremment, pour plus de
larté, leurs omposantes dans la déomposition (3). Ainsi, la omposante de
δ dans le sous-bré de Λ1 ⊗ u(M)⊥ isomorphe à [[λ3,0]] et orrespondant à w1
ou ψ sera notée ξ et ϑ, omme à la setion préédente, la omposante dans le
sous-bré isomorphe à Λ
1
, liée à w4 ou θ par
4ϑX = X
♭ ∧ θ − JX♭ ∧ Jθ, (17)
où ♭ désigne l' isomorphisme musial  qui à un veteur assoie sa 1-forme
duale par la métrique. (Notons également que l'expression i-dessus identie un
endomorphisme antisymétrique de l'espae tangent ϑX et une 2-forme diéren-
tielle.)
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La gure 1 résume les identiations qu'on peut faire entre les omposantes
de ∇ω, dω, δ et du tenseur de Nijenhuis N (voir plus loin). Plus de détails (no-
tamment les isomorphismes U(n)-invariants qui sous-tendent es identiations)
sont donnés au hapitre 3 de la thèse [6℄.
Fig. 1  Classes de Gray & Hervella
W2 ≃ [[U1]]
N2
W4 ≃ Λ1
ϑ ou θ
ξ ou ψ ou N1
W1 ≃ [[λ
3,0]]
(dω)1,20
W3 ≃ [[λ
2,1
0
]]
✬ ✩
✫
✫ ✪
✏
✏
✏
✏
✏
N
∇ω
P
P
Pdω
Les variétés de type W1 ⊕W2 ⊕W4 sont aratérisées par
dω = ψ + ω ∧ θ
et parmi elles-i, les variétés de type W1 ⊕W4 sont elles ayant
δ = ξ + ϑ (18)
A titre de omparaison, les variétés de type W2 ⊕W4 sont aratérisées par
dω = ω ∧ θ
De ette dernière équation on tire, en diérentiant
0 = d2ω = ω ∧ dθ
18
De là que, en dimension supérieure à 6, θ est fermée (loalement exate) et les
variétés de la lasse W2 ⊕W4 sont loalement onformes à des variétés de type
W2. En partiulier ∇ω ∈ W4 si et seulement si la variété est onformément
kählerienne, omme il est bien onnu. En dimension 4 a ontrario, toutes les
variétés presque hermitiennes M sont de type W2 ⊕W4 et M appartient à W4
si et seulement si la struture presque omplexe est intégrable.
On donne maintenant la dénition suivante :
Dénition 5.1. On appelle spéiale une variété presque hermitienne telle que
la norme de ψ = (dω)3,0 est onstante, égale à 1.
On peut toujours supposer, pour notre problème, qu'une variété de type
W1⊕W4 est spéiale, loalement sur un ouvert où ψ ne s'annule pas, en eetuant
un hangement onforme approprié. En eet, la lasse W1 ⊕W4 est stable par
hangement onforme (voir [14℄). Soit f une fontion stritement positive dénie
sur un ouvert de M . Si on substitue g′ = fg à g, la forme de Kähler ω est
remplaée par ω′ = fω telle que
dω′ = df ∧ ω + fdω
= (
df
f
+ θ) ∧ ω′ + fψ
Par onséquent, θ est remplaée par la 1-forme ohomologue θ′ = θ + df
f
(en
partiulier θ est fermée si et seulement si θ′ l'est), ψ par ψ′ = fψ et la norme
de ψ par
|ψ′|g′ = f |ψ|g′ = f
− 1
2 |ψ|g
On peut don hoisir f , sur un ouvert où ψ ne s'annule pas, pour que la norme
de ψ′ = (dω′)3,0 par rapport à la nouvelle métrique soit onstante égale à 1.
En fait on peut le supposer globalement. Plus préisément :
Lemme 5.2. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Les variétés de type W1⊕W4, de dimension 6, sont loalement onformément
NK.
(ii) Les variétés de type W1 ⊕W4 spéiales de dimension 6 sont NK.
Démonstration. D'après e qui préède, le hangement onforme est déterminé
par le rapport des normes de ψ, ψ′. Or les variétés NK non kähleriennes en
dimension 6 sont de type onstant, d'après [13℄, 'est-à-dire ont ∇ω ou dω (qui
dans e as est de type pur (3,0)+(0,3), égale à ψ) de norme onstante non
nulle. Dès lors, si une variété de type W1 ⊕W4 est loalement onforme à une
variété NK, le hangement onforme est donné par un multiple de f = |ψ|2. En
partiulier une variété spéiale de type W1 ⊕W4 est loalement onformément
NK si et seulement si elle est NK.
Montrons (ii)⇒ (i). Soit U l'ouvert deM où ψ ne s'annule pas. La struture
presque hermitienne sur U est onforme à une struture presque hermitienne
spéiale de type W1 ⊕W4, 'est-à-dire, par (ii), NK. Autrement dit la forme
de Kähler est exate (θ = df
f
) don fermée sur U . Mais d'autre part, sur le
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omplémentaire de U , ψ = 0 don la struture presque hermitienne est de type
W4, dω = θ∧ω. Cela implique omme préédemment dθ = 0 sur tout ouvert de
M \ U . Finalement dθ est nulle sur tout M par ontinuité.
Remarque. Ce dernier argument est présenté de façon à peine diérente dans
l'artile de Cleyton, Ivanov [9℄. Les auteurs montrent en outre (lemma 8) qu'une
variété W1 ⊕ W4 (non loalement onformément kählerienne) est loalement
onforme à une variété NK si et seulement si elle est globalement onforme à
une variété NK. Ajouté au théorème 1, ela signie qu'il n'y a auune diérene
entre la lasse des variétés stritement NK etW1⊕W4\W4 à une fontion près f
dénie sur tout M . Les mêmes résultats sont valables, par [21, 9℄, en remplaçant
les variétés  nearly Kähler  par les variétés presque parallèles G2.
On se restreint dans la suite aux variétés de type W1 ⊕ W4 spéiales de
dimension 6. L'intérêt est qu'on peut s'appuyer sur ette 3-forme ψ qui ne
s'annule jamais pour obtenir des restritions sur la géométrie de la variété, en
s'inspirant des méthodes utilisées pour les variétés stritement NK. En premier
lieu on dispose maintenant sur la variété d'une struture SU(3).
Rappelons quelques propriétés algébriques des formes de type (3,0)+(0,3)
en dimension 6. Quelle que soit la 3-forme ψ de type (3,0)+(0,3), il existe une
unique φ ∈ [[λ3,0]] telle que
Ψ = ψ + iφ
est de type (3,0). Si ψ est de norme onstante non nulle, Ψ est une 3-forme
volume omplexe, dénissant une rédution de M à SU(3), et ψ, φ forment une
base orthogonale de [[λ3,0]] pour le produit salaire induit par la métrique.
Lemme 5.3.
(i) ∀X ∈ TM, ιXψ = ιJXφ
(ii) ω ∧ ιXψ = −JX♭ ∧ ψ, et de même pour φ.
(iii) ∀η ∈ Λ1, η ∧ ψ = Jη ∧ φ
Une autre façon de dénir φ à partir de ψ est
φ = ∗ψ (19)
Pour une variété presque hermitienne spéiale, on a don une struture
SU(3) naturelle, ompatible ave la struture U(3), assoiée à ψ = (dω)3,0.
Or dans e as, F. M. Cabrera a remarqué dans [20℄  et Salamon, Chiossi
[8℄ ont montré que toute l'information pour la torsion intrinsèque est onte-
nue dans les diérentielles de ω, ψ, φ. En partiulier, les omposantes de δ
ou ∇ω dans W1 ⊕W2 sont déterminées par la partie de type (2,2) de dψ,
dφ ∈ Λ4. Plus préisément, [λ2,20 ] est réduit à {0} en dimension 6, par onsé-
quent [λ2,2] ≃ [λ1,1] ≃ [λ1,10 ]⊕ R et il existe n1, m1 ∈ R et ν2, µ2 ∈ [λ
1,1
0 ] telles
que
(dψ)2,2 = n1ω ∧ ω + ν2 ∧ ω
(dφ)2,2 = m1ω ∧ ω + µ2 ∧ ω
Alors,
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Proposition 5.4 (Salamon, Chiossi). Soit M une variété riemannienne munie
d'une struture SU(3) dénie par (ω, ψ, φ).
1) La omposante de la torsion intrinsèque dans W1 est totalement déterminée
par n1, m1 'est-à-dire w1 = 0 si et seulement si n1 = m1 = 0.
2) De même la omposante de δ ou ∇ω suivant W2 est totalement déterminée
par ν2, µ2.
Démonstration. Cela résulte premièrement de raisons théoriques onernant les
représentations de SU(3). L'appliation qui au 1-jet de la struture U(3) (repré-
senté par ∇ω ou la torsion intrinsèque δ) assoie le quadruplet (w1, w2, w3, w4)
est une bijetion. Les sous-espaes W1 et W2 se déomposent sous l'ation de
SU(3) en
W1 = R⊕ R
W2 = su(3)⊕ su(3)
Au ontraireW3,W4 sont toujours irrédutibles (et auun d'eux n'est isomorphe
à R ni su(3)). On voit n1, m1 (resp. ν2, µ2) omme des appliations de l'espae
des 1-jets de strutures SU(3) (faisant intervenir la déomposition en types
de dψ, dφ) dans R (resp. [λ1,10 ] ≃ su(3)). Maintenant l'espae des 1-jets de
strutures SU(3) est envoyé surjetivement sur l'espae des 1-jets de strutures
U(3) et par le lemme de Shur, toutes es appliations étant SU(3)-invariantes,
on obtient le résultat annoné.
Une autre façon de le voir est la suivante. Soit α une forme diérentielle de
type (p, q). La partie de type (p− 1, q + 2) de dα est donnée par le tenseur qui
mesure le défaut d'intégrabilité de la struture presque omplexe 'est-à-dire N ,
le tenseur de Nijenhuis. Conrètement si α ∈ λ1,0
(dα)0,2(X,Y ) = dα(X0,1, Y 0,1) = −α([X0,1, Y 0,1])
D'où, par (1) :
(dα)0,2(X,Y ) = −α(N(X,Y ))
Par là le tenseur N peut-être vu omme un élément de Hom(λ1,0,λ0,2) ≃
λ
0,1 ⊗ λ0,2, ou autrement dit le tenseur réel N vit dans un espae isomorphe à
[[λ0,1 ⊗ λ0,2]] ≃W1 ⊕W2. On le déompose en onséquene en
N = N1 +N2 (20)
On établit de même une formule plus générale, pour toute forme de type (p, 0)
mais aussi (p, 0) + (0, p) :
(dα)p−1,2 = N#α (21)
où # : (Λ2 ⊗ TM)×Λp → Λp+1. Maintenant N1 est lié à w1 ou ψ et on peut
montrer, quelle que soit α ∈ [[λ3,0]] :
(dα)2,2 = N1#α+N2#α
= −
2
3
〈φ, α〉ω ∧ ω + γ ∧ ω (22)
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où γ ∈ [λ1,10 ]. En prenant α égale à ψ ou φ on obtient ainsi, puisqu'elles forment
une base de [[λ3,0]] que N1 est entièrement déterminé par n1, m1 et N2 est
déterminé par ν2, µ2.
On a même un résultat plus préis du fait que la struture SU(3) n'est pas
quelonque mais que la 3-forme ψ est issue de dω omme sa partie de type
(3,0)+(0,3).
Lemme 5.5. Pour une variété presque hermitienne spéiale de dimension 6,
n1 = 0 'est-à-dire
(dψ)2,2 = ν2 ∧ ω,
où ν2 ∈ [λ
1,1
0 ] et m1 est onstante.
Démonstration. On a diretement, par (22), n1 = −
2
3 〈φ, ψ〉 = 0 et m1 =
− 23 |φ|
2 = − 23 .
Proposition 5.6. Soit M une variété presque hermitienne de type W1 ⊕W4
spéiale de dimension 6. Il existe σ ∈ Λ1 telle que
dψ = σ ∧ ψ (23)
dφ = σ ∧ φ−
2
3
ω ∧ ω (24)
Démonstration. D'abord par la proposition 5.4 puis le lemme 5.5, pour une
variété presque hermitienne spéiale, w2 = 0 si et seulement si il existe σ et
ς ∈ Λ1 telles que
dψ = σ ∧ ψ
dφ = ς ∧ φ−
2
3
ω ∧ ω
En eet en dimension 6, [[λ3,0]] est de dimension 2 mais grâe à l'équation (ii)
du lemme 5.3 toute forme de type (3,1)+(1,3) est déomposable en le produit
ext¯ieur d'une parmi ψ, φ ave une ertaine 1-forme. Cela signie que les appli-
ations
Λ
1 → [[λ3,1]] et Λ1 → [[λ3,1]]
η 7→ η ∧ ψ η 7→ η ∧ ψ
sont des isomorphismes.
En outre es 1-formes ne sont pas arbitraires : on peut aluler σ = ς (voir [6℄,
proposition 3.3.16). Il s'agit en réalité d'un fait plus général, qui onerne toutes
les variétés SU(3) d'après [8℄ : il existe une 1-forme σ telle que (dψ)3,1 = σ ∧ ψ
et (dφ)3,1 = σ ∧ φ.
On peut maintenant énoner le
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Théorème 5.7. Soit M une variété de type W1⊕W2⊕W4 'est-à-dire vériant
dω = ψ + ω ∧ θ (25)
Alors (dψ)2,2 = 0 si et seulement si (dθ)1,1 = 0 et si M est de dimension 6,
w2 = 0, i.e. la variété est de type W1⊕W4 si et seulement si elle est loalement
onformément NK.
Démonstration. Le premier point résulte simplement de la diérentiation de
l'équation aratéristique (25)
0 = dψ + ψ ∧ θ + ω ∧ dθ (26)
La 4-forme ω ∧ dθ se sinde suivant les types en
ω ∧ dθ = ω ∧ (dθ)2,0 + ω ∧ (dθ)1,1
Le dernier terme doit être nul si dψ est de type pur (3,1)+(1,3).
Pour prouver le deuxième point on se ramène au as des variétés spéiales
grâe au lemme 5.2. Si w2 = 0, par les lemmes 5.4 et 5.5, dψ est de type
(3,1)+(1,3) d'où (dθ)1,1 = 0 par e qui préède et on se trouve dans la situation
de la proposition 5.6. En diérentiant (23) on obtient premièrement
0 = d2ψ = dσ ∧ ψ
e qui implique que dσ est de type (1,1) ar l'appliation
[[λ2,0]] → Λ5
η 7→ η ∧ ψ
est bijetive (NB : en n de ompte, on a obtenu tous les isomorphismes de
représentations de SU(3) suivants : [[λ3,1]] ≃ Λ1 ≃ [[λ2,0]] ≃ Λ5.) Mais alors on
a aussi dσ ∧ φ = 0 (il n'y a pas de forme de type (4,1)) et en diérentiant (24),
en tenant ompte de ψ ∧ ω = 0,
0 = −σ ∧ dφ−
4
3
dω ∧ ω
=
2
3
σ ∧ ω ∧ ω −
4
3
θ ∧ ω ∧ ω
=
2
3
(σ − 2θ) ∧ ω ∧ ω
Par onséquent θ = 12σ et dθ est de type (1,1) 'est-à-dire, nalement, nulle.
Comme on a supposé que la variété était spéiale, on doit montrer que ela
implique que θ aussi est nulle. Or, (26) devient maintenant dψ = θ ∧ ψ et (23),
dψ = 2θ ∧ ψ d'où θ = 0.
Réiproquement Gray et Hervella [14℄ ont montré qu'une variété loalement
onformément NK est de type W1 ⊕W4.
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Les équations (23) et (24) sont nalement les équations aratéristiques d'une
variété stritement NK de dimension 6 obtenues par Reyes-Carrion [25℄ (voir
aussi [18℄). Toute variété presque hermitienne de type W1 ⊕ W4 spéiale de
dimension 6 est stritement NK et par le lemme 5.2 toute variété de typeW1⊕W4
de dimension 6 est loalement onforme à une variété NK.
De e théorème et du orollaire 4.3 déoule le théorème annoné 2. Mais
'est aussi une pièe d'un problème plus général.
6 Variétés presque hermitiennes onformes
Parmi les 16 lasses de variétés presque hermitiennes
⊕
i∈I Wi, I ⊂ {1, 2, 3, 4}
qu'ils dénissent (voir dénition 1.1), Gray et Hervella [14℄ ont remarqué que 8
 elles dont la dénition omprend W4  sont invariantes onformes. En parti-
ulier, ∀I ⊂ {1, 2, 3},
⊕
i∈I Wi⊕W4 ontient non seulement les variétés de de la
lasse plus petite
⊕
i∈I Wi mais enore toutes les variétés loalement onformes
à des variétés de e type. La question se pose alors si es dernières épuisent
toute la lasse.
Par le théorème 5.7 la réponse est positive en dimension 6 dans le as de
W1⊕W4. On a vu au début de la setion 5 queW2⊕W4 était de même onstituée
uniquement de variétés loalement onformes à des variétés W2, 'est-à-dire
presque kähleriennes ou sympletiques, et que W4 ne ontenait que les variétés
loalement onformément kähleriennes en dimension supérieure à 6.
Au ontraire il existe des variétés hermitiennes, 'est-à-dire de typeW3⊕W4,
en dimension 6, non loalement onformes à des variétés W3. En eet soit M le
produit d'une surfae de Riemann S, de forme de Kähler ω0, et d'une variété
hermitienne N de dimension 4 (une surfae omplexe) non LCK ('est le as
génériquement.) La forme de Kähler ω1 de N vérie dω1 = θ1 ∧ ω1, pour une
1-forme θ1 non fermée par hypothèse. Alors la forme de Kähler de M = S ×N
est ω = ω0 + ω1 et on vérie que la forme de Lee est θ =
1
2θ1, de sorte que
dθ 6= 0.
De plus on s'apprête à donner (voir orollaire 7.3) un résultat d'existene
loale de variétés de type W1 ⊕W2 ⊕W4 de dimension 6 non issues de variétés
semi-kähleriennes 'est-à-dire vériant (25) mais ette fois enore dθ 6= 0.
An de donner une formulation intrinsèque de es résultats, on onsidère des
variétés presque hermitiennes onformes, au sens suivant. Soit M une variété de
dimension m. On note Lk, pour tout entier k, et on appelle bré des salaires
de poids k, le bré assoié de GL(M) :
Lk = GL(M)×|det|k/n R,
de sorte que L0 s'identie à M ×R et Lk ⊗Ll = Lk+l. Une struture onforme
surM est la donnée d'une lasse onforme de métriques C ou bien enore d'une
setion c de S2(T ∗M) ⊗ L−2 telle que pour X ∈ TM , non nul, c(X,X) est
stritement positif (i.e. s'érit l ⊗ l pour une setion non nulle l de L). Le lien
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entre les deux dénitions est le suivant : tout hoix d'une métrique g dans C
orrespond à une trivialisation ou une setion l de L qui permette d'érire
g = c⊗ l2
La struture onforme c fournit les isomorphismes
TM → Λ1 ⊗ L2 et Λ1 → TM ⊗ L−2
X 7→ Xc η 7→ η⋄
analogues des isomorphismes musiaux X 7→ X♭ et η 7→ η♯, dans le as rieman-
nien. La ompatibilité entre une métrique et une struture presque omplexe,
telle qu'elle dénit une variété presque hermitienne, si elle a lieu pour une mé-
trique de C, a lieu pour toutes les métriques de la lasse. C'est pourquoi on
donne la dénition suivante :
Dénition 6.1. On appelle variété presque hermitienne onforme une variété
M munie d'une struture onforme c et d'une struture presque omplexe J
ompatibles 'est-à-dire satisfaisant
∀X,Y ∈ TM, c(JX, JY ) = c(X,Y )
De façon équivalente il existe une rédution du bré des repères à CU(n),
identié anoniquement à R∗+ × U(n).
En l'absene de métrique, on ne dispose plus de onnexion de Levi-Civita
mais uniquement de onnexions de Weyl. Soit D la dérivée ovariante d'une
telle onnexion : linéaire, sans torsion et préservant c. On onsidère DJ ∈ Λ1⊗
co(M). En fait, ∀X ∈ TM , DXJ est antisymétrique (relativement à c ou à toute
métrique de la lasse onforme), 'est-à-dire appartient à so(M), bien déni
même en l'absene de métrique. De plus, en dérivant J2 = −Id, on obtient
qu'il antiommute à J . Finalement on a omme avant DJ ∈ Λ1 ⊗ u(M)⊥, où
l'orthogonal est pris dans so(M). En restreignant la représentation de CU(n)
à U(n), on déompose e bré en omposantes irrédutibles en haque point
omme en (3). Maintenant, quel que soit i = 1, 2, 3, 4, Wi est invariant sous
l'ation de R∗+ par onséquent il s'agit de la déomposition irrédutible de la
représentation de CU(n). On souhaite obtenir une lassiation qui ne dépende
pas de la onnexion D. Soit D′ une onnexion de Weyl diérente de D. On
herhe à omparer DJ et D′J . Chaque onnexion D, D′ induit une onnexion
linéaire sur L, notée D, D′. Réiproquement, on peut aluler D, D′ à partir de
D, D′ par un analogue de la formule de Koszul :
2c(DXY Z) = DX(c(Y, Z)) +DY (c(X,Z))−DZ(c(X,Y ))
+c(Z, [X,Y ])− c(Y, [X,Z])− c(X, [Y, Z])
On appelle τ la 1-forme telle que, pour l ∈ L
(DX − D
′
X)l = 2τ(X)l
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Alors
(D −D′)XY = τ(X)Y + τ(Y )X − c(X,Y )τ
⋄
(27)
Puis en identiant so(n) et Λ2 ⊗ L2,
(D −D′)XJ = X
c ∧ Jτ + JXc ∧ τ (28)
Par onséquent les trois premières omposantes de DJ ne hangent pas, lors-
qu'on modie la onnexion de Weyl, mais seulement la quatrième, à valeurs
dansW4. C'est exatement e qu'ont démontré Gray et Hervella en se restrei-
gnant aux strutures de Weyl fermées, 'est-à-dire oïnidant loalement ave
la onnexion de Levi-Civita d'une métrique de C. D'ailleurs on peut toujours
modier D pour que la omposante suivantW4 soit nulle :
Proposition et dénition 6.2. Soit (M, c, J) une variété presque hermitienne
onforme. Il existe une unique onnexion de Weyl, notée DJ , telle que la om-
posante de DJJ dans W4 est nulle. On appelle ette onnexion la onnexion
adaptée à J .
Démonstration. En eet pour une onnexion de Weyl quelonque D, il existe
une 1-forme η telle que la omposante dans W4 de DJ s'érit (voir (17) pour
l'analogue riemannien)
L(D) = JX♭ ∧ η +X♭ ∧ Jη
Il sut alors de poser
DJXY = DXY − η(X)Y − η(Y )Z + c(X,Y )η
⋄
en s'inspirant de (27).
La dénition suivante ne dépend pas du hoix de D :
Dénition 6.3. Une variété presque hermitienne onforme (M, c, J) est dite
de type W c, où W =
⊕
i∈I Wi, I ⊂ {1, 2, 3}, si pour toute onnexion de Weyl
D, DJ est une setion de W ⊕W4.
Bien sûr on a
Proposition 6.4. Soient (M, c, J) une variété presque hermitienne onforme,
g ∈ C, la lasse onforme dénie par c. La variété presque hermitienne (M, g, J)
est de type
⊕
i∈I Wi ⊕W4 si et seulement si (M, c, J) est de type
⊕
i∈I W
c
i .
De plus,
Dénition 6.5. Une variété presque hermitienne onforme (M, c, J) est dite
fermée (resp. exate) si la onnexion adaptée à J est fermée (resp. exate) en
tant que struture de Weyl.
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Rappelons qu'une struture de Weyl D est dite fermée (resp. exate) si pour
une métrique g ∈ C, la 1-forme η, appelée forme de Lee de (D, g), qui mesure
la diérene ave la onnexion de Levi-Civita omme en (27) est fermée (resp.
exate). Cette dénition ne dépend pas du hoix de la métrique dans C, en eet
la forme de Lee de (D, g′ = e2fg) est égale à η′ = η + df , ohomologue à η.
Maintenant, pour la onnexion adaptée à J , la forme de Lee de (DJ , g) est égale
à
1
2θ 'est-à-dire (à un fateur près) à la forme de Lee de la variété presque
hermitienne (M, g, J). En eet par (17)
(∇−DJ )J = L(∇) =
1
2
(Xc ∧ Jθ + JXc ∧ θ)
On peut alors reformuler le théorème 1
Théorème 6.6. Toute variété presque hermitienne onforme de dimension 6,
de type W c1 est fermée.
Par une remarque préédente, on a le même résultat pour les variétés de la
lasse W c2 , en dimension supérieure à 6. Dans la setion suivante on onsidère
le as des variétés presque hermitiennes onformes de type W c1 ⊕W
c
2 .
7 Variétés de type W1 ⊕W2 ⊕W4
Soit V un espae vetoriel de dimension 6. Tout part de l'observation faite
par Hithin que la donnée de deux formes ω ∈ Λ2V ∗ et ψ ∈ Λ3V ∗ est susante
pour dénir une ation de SU(3) sur V (ou au niveau des variétés, la donnée
de deux formes diérentielles ω et ψ sut à dénir une rédution du bré des
repères à SU(3)) moyennant ertaines onditions de régularité  pour haque
forme séparément  et de ompatibilité. C'est-à-dire que dans ette donnée et
sous es onditions est en fait inluse la donnée de l'endomorphisme J de arré -1
(ou de la struture presque omplexe) et du produit salaire (ou de la métrique).
Voii omment on s'y prend.
Tout d'abord ψ doit être une 3-forme stable, plus préisément on demande
que son stabilisateur soit isomorphe à SL(3,C) (induisant un isomorphisme
V ≃ C3). Pour aratériser les 3-formes stables, Hithin [18℄ dénit une ertaine
quantité κ : Λ3V ∗ → (Λ6V ∗)2 qui doit vérier dans notre as :
κ(ψ) < 0 (r1)
La 3-forme ψ dénit alors une struture presque omplexe J par rapport à
laquelle elle est de type (3, 0)+ (0, 3). Dès lors la première ondition de ompa-
tibilité est que ω soit de type (1,1), e qui équivaut à :
ω ∧ ψ = 0 (1)
Comme préédemment on assoie à ψ une 3-forme φ de façon unique pour
que ψ+iφ soit de type (3,0). Une onséquene de (r1) est que ψ est non-dégénérée
27
'est-à-dire que l'élément de volume anoniquement assoié à ψ, µ(ψ) = ψ∧φ ∈
Λ6V ∗ est non nul. On demande aussi que ω soit non-dégénérée :
µ(ω) = ω ∧ ω ∧ ω 6= 0 (r2)
La deuxième ondition de ompatibilité est que la forme bilinéaire symétrique
dénie par J et ω soit dénie positive :
(X,Y ) 7→ g(X,Y ) = ω(X, JY ) > 0 (2)
Enn la dernière est que ψ soit de norme 1 pour g, e qui dans le langage
des formes s'érit :
µ(ψ) =
2
3
µ(ω) (3)
Proposition 7.1. L'ensemble des ouples (ω, ψ) vériant les onditions de ré-
gularité (r1) et (r2) et la ondition de ompatibilité (2) est un ouvert non vide
de Λ2V ∗ × Λ3V ∗
Démonstration. Cela résulte de la dénition hoisie par Hithin d'une p-forme
stable : l'orbite de ψ sous GL(V ) est ouverte dans ΛpV ∗. En dimension 6, Λ3V ∗
ontient deux orbites ouvertes orrespondant à κ < 0 et κ > 0 (pour les détails
voir [17, 18℄). Quant aux deux autres onditions (r2) et (2), e sont lairement
des onditions  ouvertes .
Maintenant si M est une variété presque hermitienne, V = TxM , ψ est
déterminé par le 1-jet de la forme de Kähler au point x (en fait seulement par
ωx, dωx) de la façon suivante. Soit θω la 1-forme telle que
dω ∧ ω = θω ∧ ω ∧ ω
En eet
Λ
1 → Λ5
η 7→ η ∧ ω ∧ ω
est un isomorphisme lorsque ω est non dégénérée. Alors on pose
ψω = dω − θω ∧ ω
Les équations rassemblées dans l'énoné de la proposition 7.1 portent mainte-
nant sur le 1-jet de ω : quel que soit x ∈M on appelle Ux ⊂ (J
1
Λ
2)x, l'ouvert
des 1-jets j tels que ω, ψω satisfont les onditions de la proposition 7.1.
Théorème 7.2. Soit M une variété de dimension 6, x ∈ M . A tout 1-jet
j ∈ Ux, on peut assoier loalement, sur un voisinage de x, une struture SU(3)
telle que la struture U(3) sous-jaente est de type W1 ⊕W2 ⊕W4.
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Démonstration. Soit ω une 2-forme diérentielle dont le 1-jet en x, (j1ω)x = j
appartient à Ux. En un point y susamment prohe de x, l'opération qui à
une forme assoie son 1-jet étant ontinue, (j1ω)y reste dans Uy. Il existe un
voisinage N de x tel que (ω, ψω) vérient (r1), (r2), (2) en tout point de N .
Elles vérient aussi (1) par dénition de ψω, θω :
ψω ∧ ω = dω ∧ ω − θω ∧ ω ∧ ω = 0
Enn pour que (3) soit vériée il faut dénir la struture SU(3) plutt par
(ω, ψ′ = fψω) où
f =
√
2µ(ω)
3µ(ψ)
Les équations (r1) et (r2) assurent que f est bien dénie et que ω, ψ′ ontinuent à
vérier les onditions, en partiulier ψ′ ne s'annule pas. Dès lors, elles dénissent
une struture SU(3) au voisinage de x. En eet, µ(fψ) = f2µ(ψ), pour toute
fontion f , implique µ(ψ′) = 23µ(ω).
Maintenant la variété (N, g, J) est automatiquement de type W1⊕W2⊕W4
par onstrution :
dω = f−1ψ′ + θω ∧ ω
n'a pas de omposante dans [[λ2,10 ]].
De plus, vue la liberté dans le hoix de ω, on peut toujours demander que
dθω 6= 0.
Corollaire 7.3. Il existe des variétés presque hermitiennes onformes de type
W c1 ⊕W
c
2 non fermées.
Conlusion
La théorie des twisteurs renontre les variétés NK à deux endroits au moins.
Premièrement Hithin [16℄ a démontré que les seuls espaes de twisteurs
au dessus de variétés de dimension 4, kähleriens sont CP 3 au dessus de S4 et
F3, l'espae des drapeaux de C3, au dessus de CP 2, 'est-à-dire 2 parmi les 4
seules variétés homogènes de dimension 6 admettant une struture SNK (voir
[5℄). On obtient ette dernière à partir de la struture kählerienne en faisant une
homothétie et en hangeant le signe de la struture presque omplexe le long
de la bre, isomorphe à CP 1. De plus, ette méthode est générale pour obtenir
des variétés SNK à partir de submersions riemanniennes dont l'espae total est
kählerien, omme a démontré Nagy dans [22℄. Il prouve ainsi l'existene d'une
struture SNK sur l'espae de twisteurs d'une variété Kähler-quaternionique.
Deuxièmement, par le théorème 2, les seules variétés presque hermitiennes
onformes de dimension 6 admettant un espae de twisteurs réduit omplexe
orrespondent aux deux types de variétés NK de dimension 6 : les variétés käh-
leriennes  pourvu qu'elles soient Bohner-plates , et les variété SNK  en fait
seulement S6 munie de sa struture onforme standard et de la struture presque
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omplexe ompatible issue des otonions. Au regard de la raison (traduire des
problèmes sur M dans des propriétés des strutures holomorphes d'objets as-
soiés à Z, voir [1℄) qui fait s'intéresser aux espaes de twisteurs omplexes, e
résultat est juste préliminaire.
Par exemple, en e qui onerne S6, étant onformément plate, elle admet
aussi un espae de twisteurs lassique. Il s'agit de l'hypersurfae quadrique de
dimension 6 omplexeQ+ (voir [27℄). Par onséquent l'espae de twisteurs réduit
Z est une sous-variété de ette dernière, qu'il faudra préisement dérire.
En outre, on fait plae à une observation de Bérard-Bergery, Ohiai [2℄.
D'une importane ruiale dans la théorie des twisteurs en dimension 4 est la
orrespondane établie en [1℄ entre les brés holomorphes de l'espae de twis-
teurs, holomorphiquement triviaux sur haque bre, et ertains brés appelés
auto-duaux sur la base. Cela appelle une généralisation si possible, en suivant
Slupinski [27℄ dans le as riemannien.
Enn, une partiularité de S6 parmi les variétés SNK de dimension 6 est
qu'elle admet plusieurs strutures presque omplexes J ompatibles ave une
métrique donnée g telles que (S6, g, J) est NK. En lien aussi ave la théorie des
spineurs de Killing, on peut espérer donner une expression naturelle de e fait
en termes de setions de l'espae de twisteurs.
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